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Abstract: This article is devoted to the synthesis and analysis of the quality of the statistical esti-

mate of parameters of a multidimensional linear system (MLS) with one  input and m outputs. A 

nontrivial case  is  investigated when  the one-dimensional  input  signal of MLS  is a deterministic 

process, the values of which are unknown nuisance parameters. The estimate is based only on ob-

servations of MLS output signals distorted by random Gaussian stationary  m -dimensional noise 

with a known spectrum.  It  is assumed  that  the  likelihood function of observations of  the output 

signals of MLS satisfies the conditions of local asymptotic normality. The  n -consistency of the 

estimate is established. Under the assumption of asymptotic normality of an objective function, the 

limiting covariance matrix of the estimate is calculated for case where the number of observations 

tends to infinity. 
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1. Introduction 

The model of observations of the output MLS signals, which is used to estimate MLS 

parameters, has the form: 

where  ,
m

t uz  ,  1,t n ,  and  n q   are  observations  of  the  output MLS  signals  ,tuy  

distorted by the noise  tξ ;      , , 1, , 0,kh k m     h u u   is the impulse response of 

MLS;  and  1
ts  ,  t   is  the  input  signal  of MLS, whose values  are unknown nui-

sance parameters. 

The value  u   of the parameter of observations  ,tuz   is unknown and belongs to the 

open  set  U of  the  q -dimensional  vector  space  qU u   . The  functions   h u   and 

    are  supposed  to  be  known. The  noise   , , 1,t k t k m ξ   is  the m-dimensional 

random Gaussian stationary time series with zero mean value and known complex ma-

trix power spectral density (MPSD)    m m ξF  ,   ,    . We also suppose that the 

noise  tξ   is the regular random process of the maximal rank satisfying the strong mixing 

condition [1,2]. 
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In  this article, we  synthesized  the estimate   ,ˆ nuu z   of  the value  u   in a  situation 

where there is no detailed prior information about the MLS input signal  ts . Such prob-

lems arise  in many  technologies, such as radio engineering, acoustics, and seismology, 

when it is necessary to determine the characteristics of a physical linear medium based 

on  the  results of  its  sounding by propagating waves  emitted by natural or man-made 

sources [3–6]. It is impossible in such problems to observe the medium deformations in 

the inner regions of the Earth’s crust, caused by the action of an unknown probing signal 

ts . Therefore, the characteristics of the medium can only be determined by analyzing the 

wave field  excited by  the  signal  ts   and  recorded by  an  array of  spatially distributed 

sensors located at the Earth’s surface. 

The problems of estimating  the characteristics of  the Earth’s medium  that arise  in 

seismology are, as a rule, the most complex. If the propagation of waves in the Earth’s 

medium can be described by a system of  linear partial differential equations,  then  the 

signals recorded by an array consisting of m seismic sensors can be interpreted as output 

signals of an MLS with one input and m outputs. In this case, the physical characteristics 

of  the Earth’s medium  can  be  considered mathematically  as  some  parameters  of  this 

MLS. 

Because the input signal  ts   of the MLS belongs to a one‐dimensional subspace  1  

of the m-dimensional space of the MLS output signals, the observations  ,
m

t uz  , even 

distorted  by  interferences  tξ ,  provide  enough  information  about  the  value  qu  , 

q m   of the MLS parameters to construct a consistent statistical estimate of this value.   

The  problem  of  statistical  estimation  of  parameters  of multivariate  observations, 

closest in formulation to our problem, was considered in [7]. This is the problem of esti-

mating  the parameter  m mB    of  the model of observations known as “multivariate 

linear functional relationship”:   

= +t t tz Bs ξ ,  1,t n ;  t t t x s ζ ,  1,t n ,   

where  m
t s    is a sequence of unknown nuisance parameters and the errors  ,t tξ ζ   are 

independent Gaussian vectors with a mean equal to zero and a covariance matrix equal 

to  I .  That  is,  the  parameter  B   should  be  estimated  from  the  observations 

 , , 1,t t t nz x . 

As noted in [7], if a priori restrictions on an infinite sequence of nuisance parameters 

are not imposed, then the nonparametric model   , , 1,t t t nz x   does not correspond to 

traditional nonparametric models, where observations belong to some metric space and 

for which asymptotically efficient (AE) estimates can be constructed. Nevertheless, in [7], 

the local asymptotically minimax estimate of the parameter  B  was constructed, which 

has been proposed in [8]. 

The model of observations  ,tuz   differs significantly from the model   ,t tz x , since 

it  does  not  assume  observations  t t tx s   ,  1,t n   of  the  nuisance  parameters 

1,ts t   . Also, for  ,tuz , we have additive time series  tξ ,  1,t n , a sample from the 

stationary Gaussian  random  time  series with a known MPSD    m m ξF  , while  for 

 ,t tz x ,  ,t tξ ζ   are independent Gaussian vectors. In addition, the estimated parameter 

qu    is “hidden” in the impulse response    m
t h u  of the MLS. For these reasons, it 

is impossible to construct a local asymptotically minimax estimate for the parameter  u  
in our problem. Nevertheless, in this problem, it is possible to construct a  n -consistent 
estimate of the parameter value u. This will be performed in detail in Section 3. 
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2. Basics of Efficiency Criteria for Statistical Estimates 

In denoting   , , , 1,n t t n u uz z   as a criterion of quality for estimates 
 ,ˆ n nuu z

, we 

will use the mean square error (MSE) matrix 

     ˆ ˆ ˆ  uK u u u u u
T

n n n nE  

It  is said  that one estimate  ,1ˆ nu   is better  than  ,2ˆ nu  when  the corresponding MSE 

matrices satisfy the inequality, 

,1 ,2ˆ ˆ      K u K un n n n  

where inequality  A B  means that  A B   is a nonnegative semi-definite matrix.   

If 
qU u     is a vector of true values of parameters for so-called regular paramet-

ric probability models of the observations, a lower boundary for matrices   ˆn nK u   in a 

class of unbiased estimators   ,ˆ n nuu z   exists; it is defined by Fisher’s information matrix 

 nJ u
  [9]: 

   1ˆn n n
K u J u , 

where           T 1
, , , ,; ; ;

mn

n n n n n
R

p p p d   u u u u u uJ u z u z u z u z ; 

 , ;np uz u   is  the  probability  density  of  random  observations  ,nuz ;  and 

   
T

, ,; ; , 1,n n
k

p p k q
u

 
    
u u uz u z u . 

In this case, an estimate is said to be statistically effective if the following equality 

holds: 

         
Tef ef ef 1

, ,ˆ ˆE      
 

u u uK u u z u u z u J un n n n  

However,  effective  estimates  exist,  even  theoretically,  only  in  some  special para-

metric  probability  models  of  the  observations,  which  rarely  correspond  to  practical 

needs. Instead, in some cases, it is possible to construct the asymptotically efficient (AE) 

estimate   aeˆ nu z , which has a limit error covariance matrix   aeK u   equal to the limit of 

the inverse Fisher’s information matrix   1
n
J u    n   [10]: 

         
Tae ae ae 1

, ,ˆ ˆlim E lim 

 

     
 

u uK u u z u u z u J un n n
n n

n n  

For instance, in certain applications,  , 1,ts t n   can be considered a realization of the 

stationary  Gaussian  random  process  ,ts t  with  a  zero  mean  and  known  power 

spectral density (PSD)   gs  . Hence, the Gaussian probability density   , ;np uz u   of the 

random  sample  ,nuz , whose  nm nm -matrix  covariance  function  depends  on  the  pa-

rameter  u , does not belong to the exponential family of distributions [11]. Therefore, in 

this  case,  there  is  no  efficient  estimate   ef
,ˆ nuu z   that  has  an  error  covariance matrix 

 ef
nK u   equal to the inverse Fisher’s information matrix   1

n
J u   at each number of ob-

servations n, but an AE estimate exists, and its analytical form is given in [12]. However, 

the most  common  situation  occurs when  ,ts t   are unknown,  and  the  observation 
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model  for  ,nuz   becomes nonparametric and  the AE estimate cannot be constructed  in 

the sense of   1
n
J u . 

3. The Estimate of MLS Parameters in the Case of Unknown Input MLS Signal 

In many applications, the values of the MLS input signal  ,ts t   are unknown and 

are not observed. In this case, the estimation of  u   based on the sample of observations 

,nuz   of MLS  output  signals  becomes  a  statistical  problem with  nuisance  parameters, 

which are the unknown values of the signal  ,ts t . This problem was studied in [13] 

for cases where the number of nuisance parameters does not increase with the increase in 

the number n of observations. In our case, the number of nuisance parameters  , 1,ts t n  

is equal  to  the number n of observations  ,nuz , and  it  is  impossible  to construct a con-

sistent estimate of  the  informative parameter  u  without  introducing  some constraints 

on the asymptotical properties of the nuisance parameters  , 1,ts t n   n  . Such con-

straints were proposed in [11]: 

1.a. The signal  ts   has finite average power: 
21lim 2

n

t
n t n

n s C

 
   . 

1.b.  For  any  n  ,  the  signal  , 1,ts t n   satisfies  the  inequality 
1,

max t
t n

s n


 , 

where   0,1/2  . 

Note  that almost all sample  functions of stationary random processes satisfy such 

restrictions [14]. 

It  is  shown  in  [11]  that,  in  cases where  all  the  values  of  the  input MLS  signal 

,ts t   are known and constraints 1.a and 1.b are satisfied (and also some restrictions 

on the MLS impulse response   h u   and the noise MPSD   ξF ), the likelihood func-

tion   ,ln ;np uz u   of observations  nz   admits  the LAN  [15] expansion  in  the vicinity of 

value  Uu  :   

         1/2 T T
, , , ,

1
ln ; ln ; ; ; ,

2n n n n n n n n np n p     u u u uz u w z u w Δ z u w Γ u w z u w ,  (1)

where  Cw ;  C   is any constant;   ,- ; , 0n n
n

P lim 


uz u w ;   , , , 1,n t t n u uz z ; 

    , , , 1; ; , ,..., , 1,n n k n n ns s k q  u uΔ z u x u   ;     , , 1, ,..., , , 1,n k l n ns s k l q    Γ u u   ;    (2)

      1/2 1
, , 1 , , ,

1

; , ,...,
n

k n n n j j j j k j j
j

s s n s s
 



  u u ξx u x h u F h u        ;    ,nux   is the DFFT of  ,nuz ; 

      21 1
, , 1 , , ,

1

, ,...,
n

k l n n k j j l j j
j

s s n s  



    ξu h u F h u   ;       lim n
n

Γ u Γ u ;   

   ;j jh u h u  ;   
 

,

;j
k j

kv


  



h v
h u v u


 ;    , 1,js j n   are the DFFTs of    , 1,ts t n ;   

and  the  probability  distribution  of  the  random  function   , ; n nuΔ z u   converges  as 

n   to the  q -dimensional Gaussian distribution with the moments    0,Γ u . 

When  the values  , 1,ts t n   are unknown  for any  n  ,  it  is  impossible  to  con-

sistently  estimate  all unknown parameters of  the observations  ,nuz   (i.e.,  the MLS pa-
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rameter value  u   together with the nuisance parameters  ts ,  1,t n ) using only the main 

terms (2) of the LAN expansion (1) of the likelihood function of the observations. But in 

our problem,  it is necessary to estimate only the MLS parameter value  u , and it is not 

necessary to estimate the nuisance parameters , 1,ts t n . The approach to solving such an 

unconventional estimation problem was first proposed in [16]. With some modifications, 

this approach was  implemented  in [12] to solve our problem. The method proposed  in 

these publications was as follows: 

It  is  easy  to  show  that  if  the values  , 1,ts t n   are known,  the  family of  statistics 

    , , ,; ; , 1,n n k n n k q  u uΔ x u x u    in  Equation  (2)  is  the  gradient  of  the  function 

 1ln ; , ,...,n n np s sx v    with respect to parameters  , 0,kv k k : 

    1/2
, , 1; ln ; , ,...,n n n n n

U
n grad p s s


u u v uv

Δ x u x v    ,  (3)

where 

          1/2 * 1
, 1 , , , ,

1

ln ; , ,..., ln 2 det exp
n

n n n j j j j j j j j
j

p s s s s
 



 
    
 
 
u ξ u ξ ux v F x h v F x h v          . 

Note  that  the  function   , 1; , ,...,n n np s sux v     in  Equation  (3)  is  the  asymptotic  ap-

proximation of  the probability density  for spectral observations of  , , 1,j j nux , which 

are asymptotically mutually independent [1]. 

Hence,  the AE  estimate   ae
,ˆ n nuu x   of  parameters  u   in  cases  of  known  , 1,ts t n  

can be obtained as the root of equation   , ; 0n n uΔ x v   and has the form: 

       *ae 1
, , , ,

1

ˆ arg max
n

n n j j j j j j j
U j

s s


 

 
    
 
 
u u u

v
u x x h v F x h v       .    (4)

When  the values of  , 1,js j n   are unknown, one can, according  to  [14], construct 

some estimate of the value  u   of the informative parameter together with the unknown 

nuisance  parameters  , 1,js j n   by  formally  applying  the  maximum  likelihood  ap-

proach to the right side of Equation (4). That is, this estimate can be obtained by maxim-

izing  the  right  side  of  Equation  (4)  through  all  unknown  parameters 

 1 1,..., , ,...,q nv v s s V φ   , where  V   is a bounded set of  q n : 

          * 1
, , , , ,

1

ˆ arg max ln ; arg max
n

n n n j j j j j j j
V V j

p s s

  

 
     
 
 
u u u ξ u

φ φ
φ x x φ x h v F x h v        .  (5)

Estimates (5) can be calculated by solving the following system of equations: 

 

   , ,

,

1. ln ; 0 ln ; 0

2. ln ; 0;

. 

1 .

n n n nre im
r r

n n
k

p p
s s

p k q
v

 
  

 


  







u u

u

x φ x φ

x φ

  


    (6)

By  representing  a  positively  definite  Hermitian  matrix  1
, j

ξF   in  the  form 

1 1 2 1 2
, , ,j j j
    ξ ξ ξF F F   , we obtain:   

    2
, ,

1

ln ;
n

n n j j j
j

p s


  u ux φ ρ d v   ,  (7)
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where     1 2 1 2
, , , ,j j j j j j

     u ξ u ξρ F x d v F h v     . 

Then, subsystem (6.1) can be written in the form: 

   

   

2
,

2
,

2 0.

2 0.

re
j j j j

im
j j j j

re s

im s





      


      

u

u

d v ρ d v

d v ρ d v

  

  
  (8)

The system of Equation (8) has the following solution: 

   

 
,

, 2
; ; 1

j j
j j

j

s j n


  u
u

d v ρ
x v

d v

  


.    (9)

To construct an estimate of the parameter value  u , it is necessary to substitute the 

estimate   , ;j js ux v    according to Equation (9) into subsystem (6.2): 

     
 

2

, , ,2
1

ln ;
n

j j
n j j

k k j j

p
v v





 
   

  u u u

d v d v
x φ ρ ρ

d v

 
  


 

   
 

2

,2
1

0; 1,
n

j j
j

k j j

k q
v





 
       

  
 u

d v d v
I ρ

d v

 



. 

(10)

Thus, we define some estimate   n n
u x   of the value  u   of the MLS parameter as a 

solution to the nonlinear system of equations: 

     2
, , ,

1 1

0; 1, ,
n n

j j j j j j
k kj j

k q U
v v

   
    
   
       

 
   

  u u uΠ v ρ ρ Π v Π v ρ v     ,  (11)

where   
   

  2
j j

j

j



 
d v d v

Π v I
d v

 



.   

It is easy to check that the matrices   jΠ v   are the idempotent Hermitian matrices, 

i.e.,       *
j j jΠ v Π v Π v     for  all  Uv   and  1,j n . Hence, Equation  (11)  can  be  re-

written in the following form: 

   , , , , ,
1 1

0; 1,
n n

j j j j k j j
kj j

k q
v

 

 

   
 u u u uρ Π v ρ ρ Π v ρ     .  (12)

Therefore, the estimate of the value  u   of the MLS parameter at which the observa-

tions  1 2
, , ,j j j

 u ξ uρ F x   were obtained can be found by maximizing the objective function 

   , , ,
1

;
n

n j j j
j

Q 


 u u ux v ρ Π v ρ   ,  (13)

that is, 

   , ,ˆ arg max ;n n n
U

Q


u u

v
u x x v  .    (14)

According  to  the  definitions  of  quantities   , ,j juρ Π v ,  we  can  write  objective 

Function (13) as: 
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   
 
   

2* 1
, ,

, , , * 1
1 1 ,

; ;
n n j j j

n j j j
j j j j j

Q 





 
  

ξ u
u u u

ξ

h v F x
x v x Λ v x

h v F h v

  
  

   ,    (15)

where   
       

     

1 1

* 1

; ;
;

; ;j

   


  

  


 ξ ξ

ξ

F h v h v F
Λ v

h v F h v

   


   ;       , ;j j j js   ux h u ξ  ,  in which  u  

is the value of parameter  Uv   under which the sample   , , , 1,n j j n u ux x    (DFFT of 

the sample   , , , 1,n j j n u uz z ) was obtained; and  12j jn   . 

It is important to note that estimate (14) does not depend on the unknown values of 

the nuisance parameters, i.e., the input MLS signals  , 1,ts t n . For calculating estimate 

(14), we must process only the spectral observations  , , , 1,j j j j n  u ux y ξ    at the output 

of MLS. 

In what  follows, we will  take  into account  the assumptions under which estimate 

(14) was obtained in [12]: 

A. The MLS frequency response   ;h v   has second partial derivatives in the com-

ponents of the vector  v , and these derivatives are continuous in  qU v  ,   ,   

: 

   
2

, ; ; , , 1,k l
k l

k l q
v v

   
 

h v h v ,     , ;k l c h v   for  Uv ,   ,    . 

B.   det 0 ξF . 

Under assumptions A and B, the matrix functions   

   ;
;k

ku





 


u

u


 ,     2

,
;

k l
k lu u

 
 

 
u

Λ u


     (16)

exist, are uniformly bounded in norm, and are continuous in  Uv ,   ,      for all 

, 1,k l q . 

Let us note an equation that will be needed later. From (11) and (15), it follows that 

       1/2 1/2
, , ;k j j k j j j   Π u F Λ u F    

Assumptions A and B may have a physical explanation. The considered MLS model 

arises in tasks such as wave field source localization in acoustics, radio, or slowness vec-

tor estimation  in seismology, where  the vector  function   ;h v   describes wave propa-

gation. As a rule, such functions are sufficiently smoothed to have second and even third 

partial derivatives  in  the  components of  the vector  v . Assumption B  is  related  to  the 

definition of regularity [1] of additive noise, which always holds for stationary Gaussian 

processes. 

Estimate (14) belongs to the class of M-estimates. M-estimates may have the prop-

erty of robustness, i.e., their accuracy depends less on changes in the probability distri-

bution of observations, unlike AE-estimates [17]. For this reason, M-estimators are used 

in many applications of mathematical statistics in the natural sciences and in economet-

rics for statistical estimation problems where complete probabilistic models of observa-

tions are not known [10,18]. In these problems, the estimates are found by maximizing 

some objective  function   , ; n nQ ux v ,  Uv   instead of  the  likelihood  function. Despite 

the  fact  that  likelihood-based  estimate  (14)  is obtained  from  a parametric observation 

model, taking into account an infinite number of estimated parameters  φ , it is not an AE 

estimate but could still be robust. 
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The asymptotic properties of M-estimates were studied  in  [10]  for  the problem of 

estimating  the  distribution  parameter  of  a  one-dimensional  random  variable  from  a 

sample of  independent observations of this variable, while determining  the probability 

distribution of estimate  (14)  is a  rather difficult  task. This  task will be simplified  if we 

consider the equivalent problem of determining the probability distribution of the root 

 ,ˆ n n


uu x   of the equation   , ; 0n n
U

grad Q


u
v

x v . 

The  analysis  of  the  asymptotic  statistical  properties  of  the  random  estimate 

 ,ˆ n n


uu x  when  n   is based on  the  following  theorem proved  in  [19], Theorem  1 

and Corollary 1. 

Theorem 1. Let an objective function   , ;n nQ ux v ,  qU v    satisfy the following conditions: 

A. The objective function   , ; ,n nQ Uux v v  admits the following asymptotic expansion in 

a small vicinity of the value  intU U u  : 

           11/2 1/2
, , , ,; ; ; 2 ;T

n n n n n n n n nQ n Q n n      u u u ux u w x u δ x u w w Φ u w β x w    , 
Cw
,   

where       1/2 1/2 1/2
, , , ,

0
; ; ; , 1,n n k n n n n

k

n n Q n k q
w

  


 
     

u u u
w

δ x u x u x u w   ; 

     
2

1 1 1/2
, , , , ,

0
; ; = ; , , 1,n n k l n n n n

k l

n n Q n k l q
w w

  


 
    

   
u u u

w
Φ x u x u x u w   ;    (17)

   1
, ,- lim ;n n n

n
P n


u uΦ x u Φ u ;   inf 0

U
det C


 

u
Φ u ;   1 C Φ u ; 

 ,- lim ; 0n n
n

P


uβ x w . 

B. The vector  statistic   1/2
, ;n nn uδ x u   has a Gaussian  limiting distribution  for  n  

with the following moments: 

  1/2
,lim E ; 0n n

n
n


uδ x u ; 

      1 T
, ,

n
lim E ; ;n n n nn


u uδ x u δ x u Ψ u 
;    CΨ u .   

C. Let some statistic   ,ˆ q
n n
 uu x    have the following properties:   

a. The statistic   ,ˆ n n


uu x   is a solution of the system of equations   , ; 0n n uδ x v   for any 

n m   and almost each  ,nux  with respect to the probability distribution 
 , ,n ndPu ux : 

   , , ,ˆ; 0 1n n n n nP   u u uδ x u x  . 

b. The statistic   ,ˆ n n


uu x   is the  n ‐consistent estimate of the value  Uu  . 

Then,  the  random variable    ,ˆn n nn  uζ u x u   has a Gaussian distribution  in  the as‐

ymptotic  n  with the following moments: 

 ,lim E 0n
n

uζ ;           T 1 1
, ,E n n

n
lim  


 u uζ ζ D u Φ u Ψ u Φ u ;    ( ) CD u ,  intU U u  . 

It has been proven in Section 5 that objective Function (13) satisfies the conditions A 

and C of Theorem 1. The proof of the asymptotic normality of   1/2
, ;n nn uδ x u , which is 
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part of condition B, is quite challenging (it will be discussed in the end), but we will as-

sume that it holds. Then, the random variable    , ,n n nn  u uζ u x u   has Gaussian dis-

tribution in the asymptotic  n  with the following moments:   

 ,lim E 0n
n

uζ ;          T 1 1
, ,lim E n n

n

 


 u uζ ζ D u Φ u Ψ u Φ u ,    (18)

where     , ; , 1,k l k l q    Φ u u ;      , ; , 1,k l k l q  Ψ u u ; 

      
2

, ,
0

tr ;k l k l d


       ξu Λ u F ; 

          , 2 tr ; ;k l k l d




    


      ξ ξu Λ u F Λ u F   +

           *
s4 ; ; ; ;k l dw





     


  ξh u Λ u F Λ u h u    ;     ; ;k
kv

  
 
 v u

Λ u Λ v ; 

   
2

, ; ;k l
k lv v

  
 

  v u
Λ u Λ v ;     

       
     

1 * 1
1

* 1

; ;
;

; ;j

   
 

  

 



  ξ ξ

ξ
ξ

F h v h v F
Λ v F

h v F h v

   
 

     Uv ; 

    2
1 1

s
1

lim 2
n j

w n s jn


  

 
   ;  and       is  the  largest  integer  j  for  which 

12 jn   . 

4. Numerical Comparison of   ,ˆ n n


uu x   and the SRP‐PHAT Estimator 

As mentioned in the introduction, the particular case of MLS parameter estimation 

problem is wavefield source localization by antenna arrays. The SRP-PHAT estimator of 

source coordinates  is the most popular, well-recommended, and robust method, as de-

scribed  in  [3,6].  In  order  to  demonstrate  the  effectiveness  of   ,ˆ n n


uu x   given  by  (14) 

compared  to  SRP-PHAT, Monte-Carlo  simulations  for  two different  cases  of noise  tξ  

properties were performed  in  [4]. A set of 150 MLS outputs was considered  in  this ex-

periment. For the known value of the estimated parameter (x*, y*), a set of 110 mixtures 

of 150 MLS outputs and time series  tξ  was simulated.   

A simple and known metric was used to numerically compare the effectiveness of 

the algorithms: 

   
1/2

2*

1 1

1
ˆ

p q
j

RMSE n ii
j i

v v
p


 

 
  

  
 v  

where  *, 1,iv i q   is  the  known  value  of  the  unknown  parameter   1,..., qv vv   and 

, 1, , 1,j
iv i q j p    is  the  set  of  independent  estimated  values  of  the  parameter 

 1,..., qv vv .  In  the  current  modeling,  q   =  2  and  p  =  110.  Two  different  sets  of 

, 1, , 1,j
iv i q j p   were obtained by two different estimates:   ,ˆ n n


uu x   and SRP-PHAT. 

Below, in Figure 1, the empirical two-dimensional probability density functions for 

averaged (among MLS outputs) signal-to-noise ratio SNR = 0.05 are obtained for 110 in-

dependent estimates of source coordinates   1 2,v vv   in the presence of real correlated 

noise with matrix power spectral density   ξF . In Figure 2, similar probability density 

functions are provided for    *const ξF I , where  I   is the unit matrix. That means that 

tξ   is represented as multidimensional white Gaussian noise with equal power spectral 

densities. 
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(a)  (b) 

Figure 1. Empirical two-dimensional probability density functions built by two different sets of 110 

estimates:  (a)  set  is  given  by  SRP-PHAT, 0.009RMSE  ;  (b)  set  is  given  by   ,ˆ n n


uu x , 

0.005RMSE  . Case of real noise. 

   
(a)  (b) 

Figure 2. Empirical two-dimensional probability density functions built by two different sets of 110 

estimates:  (a)  set  is  given  by  SRP-PHAT,  0.0 ;532RMSE    (b)  set  is  given  by   ,ˆ n n


uu x , 

0.0298RMSE  . Case of noise with    *const ξF I . 

As can be seen from Figures 1 and 2, in both cases, the  RMSE   value of   ,ˆ n n


uu x   is 

approximately  two  times  greater  than  the  RMSE   value  of  SRP-PHAT.  That  is,  the 

changing  properties  of  additive  noise  tξ   lead  estimate   ,ˆ n n


uu x   to  be more  efficient 

than SRP-PHAT. But while varying the additive noise properties, both estimators show 

nondramatic changes in estimation accuracy, so they are both robust. More detailed in-

formation and a straight numerical comparison are given in [4]. 

5. Asymptotic Properties of the Objective Function   , ;n nQ ux v  

The proof  that  the  objective  function   , ;n nQ ux v   satisfies  conditions A  and C  of 

Theorem 1 consists of a sequence of lemmas. 

Lemma 1. The objective function,   , ;n nQ ux v , Uv , satisfies conditions A of Theorem 1. 
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Proof. Let us write the Tailor expansion of the objective function   1/2
, ;n nQ nux u w   in 

the vicinity  1/2n w ,  Cw   of  the parameter value  u  with  the remainder  term  in  the 

Lagrange form: 

     * 1/2 * 1/2 *
, , , , , , ,

1 1 1 1

qn n n

j j j j j j j k j k j
j j j k

n n w 

   

 
     

 
   u u u u u uρ Π u w ρ ρ Π u ρ ρ Π u ρ         

     1 *
, , , , ,

1 , 1

2 ; ,
qn

j k l j k l j n n
j k l

n w w


 

 
  

 
 

 u u uρ Π u ρ β ρ u w   ,  , , 1,n j j n u uρ ρ  , Cw    

(19)

where     1/2 1/2
,

0
k j j

k

n n
w

 



  
 w

Π u Π u w  ;     
2

1 1/2
, ,

0
k l j j

k l

n n
w w

 


  
  w

Π u Π u w  ; 

 , j j j js uρ d u η  . 

The remainder term   , ;n nuβ ρ w   on the right side of Equation (19) has the form: 

   3/2 * 1/2
, , , , , , , , ,

, , 1

;
q n

n n k l r j k l r j k l r j j
k l r j

n w w w n  



 
  

 
 

 u u uβ x w ρ Π u w ρ   ,  (20)

where  Cw ,   , , , 0,1k l r j  . 

We use the Lagrange form of the remainder term   , ;n nuβ x w   above because it is the 

simplest form of the Tailor expansion of the objective function   , ;n nQ ux v   by Equation 

(13) given on the closed set  Uv , but this form requires the existence of third bounded 

partial derivatives of the objective function   , ;n nQ ux v . Let us assume that this is true for 

the sake of simplicity. Due to this assumption, there exists a matrix function: 

       1/2 1/2
, , , , , ,k l r j j k l r j j  Π v F Λ v F   ,  (21)

where     ;j jΛ v Λ v  ;  12j jn   ;   
       

     

1 1

* 1

; ;
;

; ;j

   


  

  


 ξ ξ

ξ

F h v h v F
Λ v

h v F h v

   


   ,  Uv , 

which is continuous on  Uv   and is bounded for all valid values of its arguments. 

In accordance with Equation (7), we have: 

 1 2
, , ,j j j j j js   u ξ uρ F x d u η    , where     1 2

,j j j
  ξd v F h v   . 

The  term   j jsd u    is  bounded  for  all  1,j n ,  U U u  .  The  pairs  of  random 

vectors  ,j kη η  ,  1,j k n    are mutually  asymptotically  independent  for  n ;  the 

Gaussian  random  vectors  jη   have  asymptotic  covariance  matrices  equal  to  I   for 

n . That is, we have (see Appendix A): 

 E 0, 1,j j n η ;     1/2 1/2
,E Ej k j j k k j k

     ηη η F ξ ξ F O     ,  1,j k n  ; 

   1/2 1/2 1/2 1/2E Ej j j j j j j j jj
         

ξη η F ξ ξ F F F O F        j  ηI O ,    (22)

where  1
j Cn  ηO ,   0,1    for all  1,j n . 

Taking  into  account Equation  (21)  and  the  boundedness  of  the  terms  k l rw w w   in 

Equation (20), we conclude that the sequence of random variables   , ;n nuβ ρ w   tends to 
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zero  in  probability  as  n ,  in  accordance  with  the  Law  of  Large  Numbers  [18] 

(Lemma 2.4): 

 , ,

3/2 * 1/2
, , , , , ,

1 , ,

lim 0
j j

qn

k l r k l r j k l r j
n j k l r

P n w w w n  

 

    u ux xρ Π u w ρ   .  (23)

□ 

Let us assume that the vector statistic 

    1/2 1/2
, , ,; ; , 1,n n k n nn n k q  u uδ x u x u  ,   

where     1/2 1/2 *
, , , , ,

1

; , 1,
n

k n n j k j j
j

n n k q 




 
   

 
 

u u uv u
x u ρ Π v ρ    

       1/2
,

1

n

j j j k j j j j
j

n s s




   d u η Π u d u η     ,  (24)

particularly satisfies conditions B of Theorem 1. That is, 
 1/2

, ;n nn uδ x u
  has a Gaussian 

limit distribution. Let us prove that the moments of this distribution are 

  1/2
,lim E ; 0n n

n
n


uδ x u ; 

      1 T
, ,

n
lim E ; ;n n n nn


u uδ x u δ x u Ψ u 
;    CΨ u . 

Lemma 2. The statistics given by (24): 

         21/2 1/2 * 1/2
, , , ,

1 1

;
n n

k n n j k j j j j k j j
j j

n n s n   

 

    ux u d u Π u d u η Π u η       

    1/2
,

1

2 Re
n

j k j j j
j

n s 



  η Π u d u   ,  1,k q  

(25)

have zero mean in the asymptotic  n : 

  1/2
,lim E ; 0k n

n
n 


ux u ,      1,k q . 

Proof of Lemma 2. The term   ,k jΠ u   has the following form: 

     4
, 2k j

k k kv v v


  



                        

v vv vv v
v v v v v

v
v u

d dd dd d
Π u d d d d d

d

  
      

   2 24
, , , ,k k k k

                              u u u u u u u u u u u u u u ud d d d d d d d d d d d d d d        , 

(26)

where  , 1, , 1,U j n k q  u  . 

Statement 1. The first term on the right side of Equation (25) is equal to zero: 

      21/2 *
,

1

0
n

j k j j j
j

n s



 d u Π v d u     for all  1,k q . 
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Proof  of  Statement  1.  Let  us  rewrite  the  terms       *
,j k j jd u Π u d u     for  any 

1, ,j n n q  ,  1,k q   using the associative law for products of several vectors: 

      2 24*
, , ,j k j j k k

                  u u u u u u u u u u ud u Π u d u d d d d d d d d d d d            

   4
, ,k k

                u u u u u u u u u u u u ud d d d d d d d d d d d d        = 

    -4 2 2 2 2
, ,k k

    u u u u u u u u ud d d d d + d d d d       -4 2 2 2 2
, , 0k k

    u u u u u u u u ud d d d d d d d d  

for any  1, , , 1,j n n q k q   . 

□ 

The mathematical expectation of the  last term on the right side of Equation (25)  is 

also equal to zero due to Equation (22):        1/2
,

1

2 Re E 0
n

j k j j j
j

n s 



  η Π u d u   . 

Statement  2. The  limit of the mathematical expectation of the second term on the right side of 

Equation (25) is equal to zero: 

      1/2 1/2
, ,

1 1

lim E lim E 0
n n

j k j j k j j j
n nj j

n n tr   

  

     η Π u η Π u η η     . 

Proof of Statement 2. As follows from Equation (22): 

       , , ,Ek j j j k j k j jtr tr tr         
ηΠ u η η Π u Π u O    ,    (27)

where  1
j Cn  ηO ,   0,1    for all  1,j n . 

Let  us  first  prove  that   , 0k jtr  Π u   for  any  , 1, ; 1, ,U k q j n n q   u  . The  fol-

lowing equalities are held: 

 tr jΠ u =      2 *
j j jtr

   
I d u d u d u   =      2 *trj j jm

    d u d u d u = 

=      2 *

1

m

j l, j l, j
l

m d d



 d u u u     2 2

j jm


  d u d u  1m  . 

Therefore,      0k, j j
k

tr tr
v 
  
 v u

Π u Π v    for  any  , 1, ; 1, ,U k q j n n q   u  . 

Consequently: 

   1/2
,

1

E
n

k j j j
j

n tr 



 
  Π u η η   =  1/2

1

tr
n

j j
kj

n
v






  
   η

v u
Π v O ,    (28)

where  1
j Cn  ηO ,   0,1  . 

The matrix functions   jΠ v   have continuous partial derivatives with respect to  kv  

for any  Uv ,  1,j n . Consequently,   , 1k j C Π v   for any  Uv , 1,j n . As follows 

from Equation (28): 

   1/2 1 1/2
,

1

lim tr 0
n

k j j
n U j

n sup n Cn     

  

     η

v
Π v O .    (29)

Finally, we deduce from (26)–(29) that 
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  1/2
,

1

lim E 0
n

j k j j
n j

n 

 

  η Π v η  .  (30)

□ □ 

It  follows  from  Lemmas  1  and  2  that  the  components  of  the  family  of  statistics 

 1/2
, ; ,nn U uδ x v v   in the limit  n   have a zero mathematical expectation: 

         1/2 1/2 1/2
, , , , , ,

1 1

lim ; lim 2 Re 0
n n

k n j k j j j k j j j
n n j j

E n E n n s    

   

 
    

 
 

 u u u ux u η Π u η η Π u d u       . 

Lemma 3. The covariance matrix   Ψ u   of the statistic   1/2
, ;nn uδ x u   has the limit 

        1
, , ,E ; ; , , 1,T
n n k l

n
lim n k l q


     u uδ x u δ x u Ψ u u  ,    C  Ψ u , 

where            , 2 tr ; ;k l k l d




    


      ξ ξu Λ u F Λ u F   +

           *
s4 ; ; ; ;k l dw





     


  ξh u Λ u F Λ u h u    ;  , 0,k l q , 

    2
1 1

s
1

lim 2
n j

w n s jn


  

 
   ;       is  the  largest  integer  n  for  which  12 jn   ; 

 
       

     

1 1

* 1

; ;
;

; ;j

   


  

  


 ξ ξ

ξ

F h v h v F
Λ v

h v F h v

   


   ;     ; ;k
kv

  
 
 v u

Λ u Λ v . 

Proof of Lemma 3. According  to Lemma 2,    1/
,lim E ; 0k n

n
n 


ux u ,  1,k q . Conse-

quently, 

      1
, , , , ,lim E ; ;k l n k n n l n

n
n  


  u uu x u x u  .   

According to Equation (25) and Statement S.1, we have:   

        1/2 1/2
, , ,

1

; 2Re
n

n j k j j j k j j j
j

n n s   



  uδ x u η Π u η η Π u d u       .    (31)

Therefore,   ,k l u   can be written as: 

   1
, , , , , , , , ,

1 1

lim E
n n

k l k i l j k i l j k i l j k i l j
n i j

n Q Q Q L L Q L L

  
    u ,  (32)

where   , ,k j j k j jQ   η Π u η  ;      , ,2Rek j i k j j jL s  η Π u d u   . 

The double sum on the right side of Equation (32) can be calculated as: 

 ,k l u =  1
, , , , , , , ,

1

E
n

k j l j k j l j k j l j k j l j
n j

lim n Q Q Q L L Q L L

 
   + 

+  1
, , , , , , , ,

1 1

lim E
n n

k i l j k i l j k i l j k i l j
n i j i

n Q Q Q L L Q L L

   
    = , ,k l k lA B . 

(33)
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According  to  (23),  the  complex vectors  , 1,j j nη   become mutually  independent 

for large values of n: 

   1
,E i j i j n

   ηη η O  , where   1 1
,i j n Cn    ηO ,   0,1  .  It  is easy  to  show 

that the term  ,k lB   in Equation (33) has the form: 

   1
, , ,

1 1

lim E E
n n

k l k i l j
n i j i

B n Q Q

   
  

            1
, , , , , ,

1 1

lim E E E E E E
n n

k i l j k i l j k i l j
n i j i

n Q L L Q L L

   
    . 

(34)

The first limit on the right side of (34) is equal to zero due to Statement S1: 

       1 1/2 1/2
, , , ,

1 1 11,

lim E E E E 0
n n n

k i l j k i l j
n n ni i jj i n

n Q Q lim n Q lim n Q  

     

     . 

The  second  limit  on  the  right  side  of  (34)  is  also  equal  to  zero  since   E 0j η . 

Hence, 

       , ,E 2Re E 0k j j k j j jL s  η Π u d u   ,    1,k q ,  j . 

As a result, we obtain: 

      1
, , , , ,

1

E E
n

k l k j l j l j k j
n j

lim n Q L Q L

 
  u +     1

, , , ,
1

E + E
n

k j l j k j l j
n j

lim n Q Q L L

 
 .    (35)

The  quantities           , , , ,E E 2Rek j l j j k j j j l j j jQ L s   η Π u η η Π u d u      ,  , 1,k l q  

are  the  sums of  terms having  the  forms   , , , , , ,E s j r j w j s r j w ja b   . That  is,  they  are  the 

sums of the products of three random variables having Gaussian distributions with zero 

mean  values.  The  factors  in  these  products  belong  to  the  sets   re
, , 1,k j k q  , 

 im
, , 1,k j k q  . Due to the properties of Gaussian distributions, the mathematical expec-

tations of these products are equal to zero. 

Consequently, 

 1
, ,

1

E 0
n

k j l j
n j

lim n Q L

 
 ,  1,j n ,  , 1,k l q . 

Thus, we finally obtain 

      1
, , , , ,

1

E + E
n

k l k j l j k j l j
n j

lim n Q Q L L

 
  u  

      1
, ,

1

lim E
n

j k j j j l j j
n j

n  

 

   η Π u η η Π u η      

          1
, ,

1

4 lim E Re Re
n

j k j j j j l j j j
n j

n s s  

 

   η Π u d u η Π u d u      . 

(36)

To  find  the  expression  for  the  mathematical  expectation 

      , ,j k j j j l j jE   η Π u η η Π u η     , we  can  use  the  following  theorem  proven  in  [20] 

(Theorem 5.2c, p. 109): 
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Theorem 2. If the random vector  y   has the complex Gaussian distribution   0,C ΚN , then the 

covariance  of  the  product  of  quadratic  forms    Т Тy Ay y By     , where  A   и  B   are Hermitian 

matrices, is determined by the following equation:   Т Т( )( )E 2t [r ]y Ay y By AΚBΚ     . 

Using  this  theorem when  y η ,     0, 0,C Κ IN N ,  ,k j ΠA  ,  ,l jΠB  , we  ob-

tain: 

          , , , ,E 2trj k j j j l j j k j l j
        η Π u η η Π u η Π u Π u       .  (37)

Since         1/2 1/2
, , ;k j j k j j j   Π u F Λ u F   , the first term on the right side of (37) 

takes the following form: 

      1
, ,

1

lim E
n

j k j j j l j j
n j

n  

 

  η Π u η η Π u η     = 

           1 1/2 1/2 1/2 1/2
, ,

1

lim 2 tr ; ;
n

j k j j j j l j j j
n j

n      

 

       F u F F u F       

=        
2

0

2 tr ; ;k l d


        Λ u F Λ u F   . 

(38)

Let us find an expression for the last term on the right side of Equation (36): 

          1
, ,

1

4 lim E Re Re
n

j k j j j j l j j j
n j

n s s  

 

  η Π u d u η Π u d u      .  (39)

Since   , , 1,k j k q Π u   are Hermitian matrices,  then  the  terms of  sum  (39)  can be 

rewritten  as      E Re Re a Cb a Bb    ,  where  ja η  ;   j jsb d u   ;   ,k jC Π u  ; 

 ,l jB Π u  . The following equalities are valid for the Hermitian matrices  C ,  B   and for 

the vectors  ,a b :   

          2Re 2Re
                      

  
a Cb a Bb a Cb a Cb a Bb a Bb a Cb b C a a Bb b B a                        

     2 2 4          a p p a a q q a a p q a aCbb Ba               , 

where  , p Cb q Bb       and   a p p a     due  to  the  property  of  the  scalar  product,  and 

,  C C B B      due  to  the  property  of  Hermitian  matrices.  Since 

   1/2 1/2
, ,; ;j j j j j j j
  ξ ξη F ξ d u F h u    , we can write: 

          * *
, ,E 2 2j j k j j j j l j jRe s Re s  h u Λ u ξ h u Λ u ξ     = 

          2* *
, ,=4 Ej l j j j k j j js

   
 
h u Λ u ξ ξ Λ u h u     = 

          2* 1
, ,=4 j l j j j k j j jn s       

h u Λ u F O Λ u h u      , 

(40)

where   1 1
j n Cn    O ,   0,1  , and  C   is some constant. 

Finally, we obtain: 
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      1
, , , , ,

1

lim 2 tr
n

k l k j j l j j
n j

n
 

      ξ ξu Λ u F Λ u F    

         21 * 1 1
, , ,

1 1

lim 4 lim
n n

j k j j l j j j j
n nj j

n s n O n    

  

     ξh u Λ u F Λ u h u    ,   

(41)

where   0,1    and   1 1

1

lim 0
n

j
n j

n O n   

 
 . 

Equation (36) can then be written in integral form: 

          
2

,
0

2 tr ; ;k l k l d


          ξ ξu Λ u F Λ u F              
2

*
s

0

4 ; ; ; ;k l dw


        ξh u Λ u F Λ u h u    ,  (42)

where   
       
     

1 1

1

; ;
;

; ;
r

rv

   


  

  

 


     
   

ξ ξ

ξ v u

F h v h v F
u

h v F h v

   

  
;      21

s
1

lim 2 /
n j

w n s j n


 

 
  ; 

     is the largest integer less than   . □ 

Now  it  is not difficult  to write an analytical expression  for  the elements of matrix 

   lim n
n

Φ u Φ u . According to expression (17), we have   

      1 1/2 1
, , , , ,

0
1

E ; E
n

k l n k n j k l j j
l j

n n n
v
   

 

        
 

uu x u η u η  
w

w

           1 *
, , , ,

1

tr E 2Re E
n

k l j j j j k l j j j
j

n s 



       u n n n u d u       1 *
, ,

1

tr E
n

k l j j j
j

n



    u n n  . 

           
2

1
, , , , , ,

1 0

lim lim E tr ;
n

n k l j k l j j k l k l
n n j

n d


   

  

         u x u x Λ u F u      (43)

Let us prove that condition C of Theorem 1 is satisfied. 

Lemma 4  ([18]). Let the objective function   1
, ;n nn Q
ux v ,  Uv , generating the estimate by 

the equation 

   1
, ,ˆ arg max ;Q

n n n n
U

n Q


u u

v
u x x v  , 

have the following properties: 

1. For  any  Uv ,  the  random  function   1
, ,n nn Q
ux v   converges  in  probability  to  the  de‐

terministic function   Q v  uniformly on  Uv : 

   1
,- lim ;n n

n
P n Q Q


ux v v . 

2. The function   Q v   is continuous on  Uv . 

3. The function   Q v   has a unique maximum  u   at the set  U . 

Then, the estimate     1
, ,ˆ arg max ;n n n

U
n Q


u u

v
u x x v    is the consistent one: 

 ,ˆ- lim Q
n n

n
P


uu x u . 

Lemma 4 can be formulated in the following equivalent form: 
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Lemma 5. Let the vector random function 

     1/2 1/2 1
, , , ,, ; ; , 1,n n k n n n n

k

n n n Q k q
v

   
    

u u uδ x v x v x v   ,  Uv ,   

generating the estimate   ,ˆ n n


uu x   as the root of the equation   

 1/2
, ; 0n nn uδ x v   for each  n q , 

have the following properties: 

1. For any  Uv , the random vector function   1/2
, ;n nn uδ x v   converges in probability to the 

deterministic vector function   δ v  uniformly on  Uv : 

   1/2
, ,- lim ;n n n

n
P n


u uδ x v δ v . 

2. The vector function   δ v   is continuous on  Uv .   

3. The vector function   δ v   has a unique root  u   at the set  U . 

Then, the estimate   ,n n


uu x , which is the root of the equation   1/2
, ; 0n nn uδ x v , is the 

consistent one:   ,ˆ- lim n n
n

P 


uu x u . 

Let us prove  that  the  random  function   , ;n nuδ x v   from  the  left  side of Equation 

(12), normalized to  1/2n   as 

   
, ,

1/2 1 *
, ,

1

; , 1, ,
j j

n

n n k j
j

n n k q U 



 
   

 
 

 u uu x xδ x v ρ Π v ρ v   ,   

satisfies the conditions of Lemma 4. To do this, we analyze the limits in probability of the 

random  functions   1/2
, ;k nn 
ux v ,  1,k q ,  Uv  when  n . These  functions have 

the form: 

         21/2 1 * 1
, , , , ,

1 1

;
n n

k n j k j j j j k j j
j j

n n s n   

 

    u u ux v d u Π v d u η Π v η       

    1
, ,

1

2Re
n

j k j j j
j

n s 



  uη Π v d u ,  1,k q . 

(44)

The following statement is proven similarly to Theorem 1 in [18]: 

Since the random values  , 1,j j nη   have their properties defined by Equation (22), 

and functions   ,k jΠ v ,  Uv are continuous on the compact set  U , the random func-

tions (44) converge in probability to the limits of their mathematical expectations when 
n   uniformly in  U   due to the Law of Large Numbers: 

       1/2 1/2
, ,

n 1

- ; lim E ;
n

k n k n k
n j

P lim n n   

 
 u ux v x v v  ,  1,k q .  (45)

Let us find expressions for the values   k v . Since 

      , ,2Re E 0j k j j js
  uη Π v d u   for all  1,k q , 1,j n ,  n q , 

then 
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           21 1 *
, , , ,

n 1 1

lim E lim
n n

k j k j j j k j j j
nj j

n n s   

  

   u uv η Π v η d u Π v d u      .    (46)

According  to  (27),  the first  term  in  (46)  is equal  to zero  for all  , 1,U k q v . The 

second term in (46) converges as  n   to the following integrals uniformly in  Uv : 

           
2

21

0

2 ; ; ;k k w d


         v d u Π v d u   ,  1,k q ,  (47)

where      21
s

1

lim 2 /
n j

w n s j n


 

 
  ,       is  the  largest  integer  n  for  which 

12 jn   . 

Due to the properties of   ;k Π v , the  integrals (47) are continuous in  Uv , and 

the functions   k v ,  1,k q   have the unique roots  ku   on the compact set  U . 

Then, according  to  the  statement of Lemma 5,  the estimate   nu x , which  is  the 

root of the equation   ; 0n n δ x u , i.e., 

   , ; 0 1n n n nP   u δ x u x    for  n q ,  (48)

is the consistent estimate of the value  u   of the MLS parameter. 

Lemma 6. The consistent estimate   n n
u x , satisfying Equation (48), is the  n ‐consistent es‐

timate,  i.e.,  it  has  the  following  property:  for  any  0  ,  there  exists  a  0C    for  which 

  ,nP n C
   uu x u   for every  n q . 

Proof. Let us formulate the definitions of consistency and  n -consistency in the equiv-
alent forms: 

(a) For any  0n  ,  n , there exists a   1,n nC     for which 

  1
1, 1n n n nP C    u x u . 

(b) For  any  0n  ,  n ,  there  exists  a   nC     for  which 

     1n n n nP n C     u x u . 

Let us consider the random event 

  1
,n n n nA C   uu x u .   

Then, condition (a) means that:   

  1n nP A   , where   0n n   . 

Let  us  consider  the  value      ;n n n nn  θ x u u x u     and  the  event 

    2,;n n n n nB C  θ x u  . 

Then, condition (b) means that:    1n nP B      n . 

The estimate   n n
u x , as  the root of  the equation   ; 0n n δ x u  with a probability 

equal to 1, is determined by the following relation: 
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   ; 0 1n n n nP   δ x u x    for every  n q . 

Using the above designations, the statement of Lemma 5 can be written in the fol-

lowing form: 

     ; 0n n n n n nP A P A  δ x u x   

     ; 0 1n n n n n n nP B P B    δ x u x  ,     0n n   . 
(49)

Hence, the consistent estimator   ,n n


uu x   is also the  n -consistent one. □ 

It follows from Lemmas 1–6 that all conditions of Theorem 1 are satisfied, and hence 

the random variable      , ,n n nn  u uζ x u x u    has, in asymptotic  n , a zero mean 

and bounded covariance:   

  lim E 0
n n n

n
z ζ z ;            T 1 1E

n n n n n
n
lim  


z ζ z ζ z Φ u Ψ u Φ u ,  (50)

where the elements of the matrices   Φ u   and   Ψ u   are represented in the form of in-

tegral expressions (42) and (43). 

In order to understand the meaning of Formula (50), let us return to Section 2 and 

consider a case where 
22,q U  u  
  and  150m  . Then, Formula (50) represents the 

covariance matrix  of  a Gaussian  two-dimensional distribution  that,  for  certain   h u  

and    150 150 ξF    (used in Monte-Carlo modeling), will be very close to the empirical 

distribution shown in Figure 1b. 

Discussion on the asymptotic normality of   1/2
, ;k nn 
ux u . 

As it was noted before, the fact of the asymptotic normality of statistics (24) is not 

obvious  and  poses  a  separate  problem  that  is more  difficult  than  the  Law  of  Large 

Numbers. It is required to establish central limit theorem (CLT) conditions for the weak 

dependent random variables that are represented as quadratic forms of functions of the 

discrete Fourier transform of stationary time series. 

The CLT formulated for cases of dependent random variables are presented, for in-

stance,  in  [21,22]. However,  the  conditions under which  these  theorems are  stated are 

very restrictive, which makes them difficult to apply to statistics (24). In addition to the 

existence of finite first- and high-order moments  ([21],  theorem 27.4),  there  is a strong 

mixing  condition  for  the measure  of  dependency  between  random  variables,  which 

cannot be applied  to  the  terms of sum  (24). The author believes  that  there  is no  ready 

solution  to  this problem  in  the  form of a suitable  theorem. At  the moment,  the author 

leaves this problem open for investigation in the future. 

6. Conclusions 

In this paper, we considered an  important case of the vector parameter estimation 

problem  for an MLS model with one  input and several outputs, where  the number of 

unknown parameters tends to infinity along with the number of observations. This case 

has never been studied before, and  the explicit analytic  form  for  the covariance matrix 

(50) of estimate (14) defined by (42) and (43) is the main theoretical result of this paper. 

In practice, output processes  ,tuy   are always heavily distorted by additive noise  tξ

. That  is why specialists  in signal processing always look  for  the best estimate  that can 

improve the accuracy of the estimation of unknown parameters. For that purpose, every 

new suggested estimate should be compared with the existing actual one, as described in 

Section 4. Using Formula (50) allows one to calculate the variance of estimator (14) for a 
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given impulse response vector   h u   and    m m ξF    directly instead of performing 

the Monte-Carlo procedure, which assumes a mixture  simulation of additive noise  tξ  

and outputs ,tuy  multiple times for the calculation of the empirical covariance matrix of 

estimator (14). 

There  are  two  unsolved  theoretical  problems  regarding  statistics 
 1/2

, ;k nn 
ux u

 

that can be considered for future work. The first is establishing the validity of the CLT 

under  the  proven  conditions  of  Theorem  1.  The  second  is  related  to  the  question  of 

boundary existence in a nonparametric model in terms of the lowest covariance matrix 

(50) in a class of regular estimators. This boundary can be achievable through estimate 

(14) as a likelihood-based estimate, but then it should be proven. 
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Appendix A. Probabilistic Properties of DFFT of a Vector Gaussian Stationary Time 

Series Satisfying Strong Mixing Conditions 

Let  jξ
 ,  1,j n   be the discrete finite Fourier transform (DFFT) of values  , 1,t t nξ  

of m‐dimensional  stationary Gaussian  time  series  ,mt t ξ    with  zero mean  and 

matrix power spectral density (MPSD)       re imi   F F F ,  [0,2π]  : 

, , 1,
DFFT

j j j ti t j n   ξ μ ν ξ ,   1/2

1

cos
n

j t j
t

n t


 μ ξ ,   1/2

1

sin
n

j t j
t

n t


 ν ξ ,  12j j n   . 

Theorem A1 ([23], chapter 4.2). The real and imaginary parts of  ,j jμ v ,  j j ji ξ μ ν , and 

1,j n   have the following probabilistic characteristics: 

(a) For every  1,j n , the following equations are correct: 

   E E 0j j μ v ;       T Re 1E 0.5
jj j j n    μμ μ F O ; 

   Re 1E 0.5
j

T
j j j n    vv v F O ; 

   Im 1
,E 0.5
j j

T
j j j n    μ νμ ν F O ;     Im 1

,E 0.5
j j

T
j j j n     v μv μ F O ; 

   1 1 1

1, 1,
sup sup

j j
j n j n

n n Cn       

 
 μ vO O ; 

   ,

1 1 1
,

1, 1,
sup sup

j j j j
j n j n

n n Cn       

 
 μ v v μO O . 

(b) For all  1,j k n  , the following inequalities are correct: 



Mathematics 2024, 12, 473  22  of  22 
 

 

   T T 1

1, 1,
sup E sup Ej k j k
j k n j k n

Cn  

   
 μ μ v v ; 

   T 1

1, 1,
sup sup T

j k j k
j k n j k n

E E Cn  

   
 μ v v μ ; 

where  C   and   0,1    are constants. 
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